
結晶成長の確率モデルと揺動散逸定理

Yekaterina Epshteyn ∗，Chun Liu †,○水野将司 ‡,

結晶粒界の成長モデルは,曲率に従って運動するネットワークの問題として,多くの研究

がなされてきた. 粒界や結晶が消滅するなどの臨界現象はネットワークの位相が変化する

特異性を有しており,解析が困難である. 我々は,臨界現象を結晶粒界同士の相互作用とし

て Brown運動で定式化し,その確率微分方程式を解析することで,結晶粒界の成長について

の理解を進めた. 本講演では, Brown運動と格子方位差,三重点の発展についての関係を示

す揺動散逸定理とその定理によって得られた公式を説明する.

1 方程式の導出

[4, 3]において,結晶格子方位差と三重点におけるエネルギーの消散効果を加えたモデル
α
(j)
t = −γ

(
σ′(∆(j+1)α(t))|a(t) − x(j+1) | − σ′(∆(j)α(t))|a(t) − x(j) |

)
, j = 1,2,3,

at = −η
3∑
j=1

a(t) − x(j)

|a(t) − x(j) |
, t > 0

(1)

について可解性や長時間挙動を考察した. ここで, 固定点 x(j) ∈ R2 ( j = 1,2,3)と, 時間変

数 t を独立変数とする三重点 a(t) ∈ R2 の 2 点を端点とする 3 つの線分を結晶粒界とみ

なす. α(j)(t) は, 結晶の格子方位の角度を表す, t を独立変数とするスカラー値関数とし,

∆(j)α(t) = α(j−1)(t) − α(j)(t)は結晶粒界を構成する結晶の格子方位の差を表すものとする.

ただし, α(0) = α(3) と定める. σ : R→ Rは表面張力を表し,格子方位差に依存する非負の関

数とする. [4, 3]における解析では,粒界や結晶が消滅するなどの臨界現象は考慮していな

かった. また,このモデルと Grain Boundary Character Distribution (GBCDと略す)との関係

も明らかでなかった. 本節では,臨界現象を結晶粒界同士の相互作用として Brown運動と

みなすことにより, (1)から確率微分方程式と対応する Fokker-Planck方程式を導出する.

方程式 (1)は

E(∆α, a) =
3∑
j=1

σ(∆(j)α)|a − x(j) | (2)
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をエネルギーとする勾配流となっており,

∂E
∂α(j) = σ

′(∆(j+1)α)|a − x(j+1) | − σ′(∆(j)α)|a − x(j) |, ∇aE =
3∑
j=1

σ(∆(j)α) a − x(j)

|a − x(j) |
(3)

が成り立つ. GBCD を考えるうえでは, 格子方位 α(j) ではなく格子方位差 ∆(j)α を変

数とすることが自然である. さらに −π/4 < ∆(j)α < π/4 を仮定すべきであること,

∆(1)α + ∆(2)α + ∆(3)α = 0となることから, ∆α = (∆(1)α,∆(2)α,∆(3)α)の状態空間は

Ω :=
{(
∆
(1)α,∆(2)α,∆(3)α

)
∈

(
−π

4
,
π

4

)3
: ∆(1)α + ∆(2)α + ∆(3)α = 0

}
⊂ R3

ととることが自然である. そこで, (1)を格子方位差 ∆α(j) を変数として書きかえると

d(∆(j)α)
dt

= −γ
(
2σ′(∆(j)α)|a(t) − x(j) | − σ′(∆(j+1)α)|a(t) − x(j+1) | − σ′(∆(j−1)α)|a(t) − x(j−1) |

)
となる. 次の命題により, (1)は ∆α(j)を独立変数としても勾配流となることがわかる.

命題 1. (2)で定めたエネルギー E の Ω上の制約条件 ∆(1)α + ∆(2)α + ∆(3)α = 0のついた勾

配 ∇Ω
∆αE は

∇Ω
∆αE =

1
3

©«
+2σ′(∆(1)α)|a − x(1) | − σ′(∆(2)α)|a − x(2) | − σ′(∆(3)α)|a − x(3) |
−σ′(∆(1)α)|a − x(1) | + 2σ′(∆(2)α)|a − x(2) | − σ′(∆(3)α)|a − x(3) |
−σ′(∆(1)α)|a − x(1) | − σ′(∆(2)α)|a − x(2) | + 2σ′(∆(3)α)|a − x(3) |

ª®®®¬ (4)

となる.

(3), (4)より
d(∆α)

dt
= −3γ∇Ω

∆αE,
da
dt
= −η∇aE

となる. ただし, ∆α = (∆(1)α,∆(2)α,∆(3)α)である. そこで,臨界現象を結晶粒界同士の相互作

用として Brown運動 Bで表すことにし,次の確率微分方程式

d(∆α) = v∆α dt + β∆α dB, v∆α = −3γ∇Ω
∆αE,

da = va dt + βa dB, va = −η δE
δa
= −η∇aE

(5)

を考える. ここで, β∆α, βa > 0はそれぞれ格子方位差 ∆α,三重点 a に対する揺動パラメー

タである. (5)の解に対する確率密度関数を f = f (∆α, a, t)とおくと,伊藤の公式により, f

は次の Fokker-Planck方程式をみたす:

∂ f
∂t
+ ∇Ω

∆α · (v∆α f ) + ∇a · (va f ) =
β2
∆α

2
∆
Ω
∆α f +

β2
a

2
∆a f . (6)

ここで, ∆Ω
∆α = ∇Ω

∆α · ∇Ω
∆α であり, ∆a は三重点 aの状態空間 ΩTJ ⊂ R2上の Laplacianである.

この Fokker-Planck方程式 (5)に自然境界条件

f∇Ω
∆α

(
log f +

6γ
β2
∆α

E

)
· ν

����
∂(Ω×ΩTJ)

= 0, f∇a

(
log f +

2η
β2
a

E
)
· ν

����
∂(Ω×ΩTJ)

= 0 (7)



をつけた問題を考える. ここで, ν は ∂(Ω ×ΩTJ)の外向き法線ベクトルである.

2 揺動散逸定理

Fokker-Planck方程式 (6)に自然境界条件 (7)をつけた問題

∂ f
∂t
+ ∇Ω

∆α · (v∆α f ) + ∇a · (va f ) =
β2
∆α

2
∆
Ω
∆α f +

β2
a

2
∆a f , (∆α, a) ∈ Ω ×ΩTJ, t > 0,

v∆α = −3γ∇Ω
∆αE, va = −η δE

δa
= −η∇aE,

f∇Ω
∆α

(
log f +

6γ
β2
∆α

E

)
· ν

����
∂(Ω×ΩTJ)

= 0, t > 0,

f∇a

(
log f +

2η
β2
a

E
)
· ν

����
∂(Ω×ΩTJ)

= 0, t > 0,

f (∆α, a,0) = f0(∆α, a), (∆α, a) ∈ Ω ×ΩTJ

(8)

を考える. ここで, f0 は確率密度関数である. (1)はエネルギー (2)が消散する,すなわち

d
dt

E = − 1
3γ

����d(∆α)dt

����2 − 1
η

����dadt

����2 ≤ 0 (9)

をみたすように導いたモデルである. そこで, (8)において (9)と同等の評価が得られるため

の係数の条件を求める.

(8)の解 f に対し,自由エネルギー F を

F[ f ] :=
∬
Ω×ΩTJ

(D f log f + f E) d∆αda (10)

で定める. 自由エネルギーの消散レート d
dt F[ f ]を計算すると

d
dt

F[ f ] = d
dt

∬
Ω×ΩTJ

(D f log f + f E) d∆αda

= −
β2
∆α

2

∬
Ω×ΩTJ

(
f∇Ω
∆α

(
log f +

6γ
β2
∆α

E

))
· ∇Ω
∆α (D log f + E) d∆αda

− β2
a

2

∬
Ω×ΩTJ

(
f∇a

(
log f +

2η
β2
a

E
))

· ∇a (D log f + E) d∆αda

となる. このエネルギーが消散するための係数に対する条件は次の通りである.

定理 2 ([5, Theorem 2.3]). 緩和時間スケール γ,ηと揺動パラメータ β∆α, βa が条件

6γ
β2
∆α

=
2η
β2
a

(11)

をみたすとする. パラメータ Dを

D :=
β2
∆α

6γ
=
β2
a

2η



で定めると, Fokker-Planck方程式 (8)の解 f に対して次のエネルギー消散評価が成り立つ.

d
dt

∬
Ω×ΩTJ

(D f log f + f E) d∆αda

= −
β2
∆α

2D

∬
Ω×ΩTJ

f
��∇Ω
∆α (D log f + E)

��2 d∆αda − β2
a

2D

∬
Ω×ΩTJ

f |∇a (D log f + E)|2 d∆αda.

(12)

(11)は揺動散逸定理と関係がある [2, 7]. そこで, (11)を揺動散逸関係と呼ぶ. この条件は

Fokker-Planck方程式 (8)の消散構造 (12)を保証するだけでなく, Fokker-Planck方程式 (8)

の解 f の時間無限大における漸近形が自由エネルギー F の平衡点になり, Boltzmann分布

f∞(∆α, a) = C1 exp
(
−E(∆α, a)

D

)
(13)

となることも保証する. C1 > 0は f∞ が確率密度関数になるように定めた定数である.

Fokker-Planck方程式 (8)の解 f が t → ∞としたときに (13)で定めた Boltzmann分布 f∞

に収束することは重み付き L2 空間において正しいことが証明できる. 定理を述べるため

に, 2-Poincaré-Wirtinger不等式を述べる. Ω × ΩTJ が 2-Poincaré-Wirtinger不等式をサポート

するとは,ある定数 C2 > 0が存在して,任意の関数 g ∈ C∞(Ω ×ΩTJ)に対して∬
Ω×ΩTJ

|g − ḡ |2 d∆αda ≤ C2

∬
Ω×ΩTJ

(
|∇Ω
∆αg |2 + |∇ag |2

)
d∆αda

が成り立つことをいう. ここで, ḡは gの積分平均

ḡ =
1

|Ω ×ΩTJ |

∬
Ω×ΩTJ

g d∆αda

である.

定理 3 ([5, Theorem 3.9]). σ は R上の C1 級関数とし, Ω × ΩTJ は 2-Poincaré-Wirtinger不等

式をサポートするとする. f0 ∈ L2(Ω × ΩTJ, e
E
D d∆αda)は確率密度関数であるとする. この

とき,正定数 C3,C4 > 0が存在して, Fokker-Planck方程式 (8)の解 f と t > 0に対して次が

成り立つ:∬
Ω×ΩTJ

| f (∆α, a, t) − f∞(∆α, a)|2 exp
(

E(∆α, a)
D

)
d∆αda ≤ C3e−

2 min{3γ,η}D
C4

t
.

注意 4. 定理 3 は Fokker-Planck 方程式 (8) の解 f に対する長時間挙動を示している. [5,

Theorem 3.10, 3.11]では,さらに ft , ∇ f に対する指数減衰評価も示している.

注意 5. Fokker-Planck方程式 (8)は質量保存則をみたすことから,漸近挙動を L1 空間で考

察することが自然である. 本問題では,自由エネルギー F が (10)により定まっているので,

エントロピー消散法を用いてエントロピーの指数減衰を導き, Csiszár-Kullback-Pinsker不等

式を用いて L1 減衰を導くことが標準的な方法の 1つである [1, 6]. しかし,本問題における

ポテンシャル ∇E は滑らかでなく,拡散項は制約条件による退化性を伴う. このことからエ

ントロピー消散法の手法を拡張する必要があると思われる.



3 漸近形から得られる公式

定理 3で得られた漸近形に対し,同時確率分布

ρ(∆α, t) =
∫
ΩTJ

f (∆α, a, t) da, ρ∞(∆α) =
∫
ΩTJ

f∞(∆α, a) da (14)

を考察する. この分布は GBCD,すなわち ∆α = (∆α(1),∆α(2),∆α(3))についての結晶粒界の
相対的長さに対する経験確率分布と関係がある. GBCDは,結晶粒界ネットワークの構造を

特徴づけ,実験やシミュレーションから結晶粒界エネルギーを推定することができると考

えられている. 定理 3の漸近形の結果より次が得られる.

命題 6. σ は R上の C1 級関数とし, Ω × ΩTJ は 2-Poincaré-Wirtinger不等式をサポートする

とする. f0 ∈ L2(Ω × ΩTJ, e
E
D d∆αda)は確率密度関数であるとし, Fokker-Planck方程式 (8)

の解 f に対して, ρを (14)で定める. このとき,正定数 C5 > 0が存在して,∫
Ω

|ρ(∆α, t) − ρ∞(∆α)|2 d∆α ≤ C5e−
2 min{3γ,η}D

C4
t

がすべての t > 0に対して成り立つ. ただし,定数 C4 > 0は定理 3で得られるものである.

同時確率分布の漸近形 ρ∞ は一般に ∆α についての Boltzmann分布にならない. そこで,

Boltzmann分布と ρ∞ を比較するために, a∗ ∈ Ωに対して

E(∆α, a) =
3∑
j=1

σ(∆(j)α)|a − x(j) | = E1(∆α) + E2(∆α, a)

とおく. ただし,

E1(∆α) =
3∑
j=1

σ(∆(j)α)|a∗ − x(j) |, E2(∆α, a) = E(∆α, a) − E1(∆α)

である. すると,

ρ∞(∆α) =
(
C1

∫
ΩTJ

exp
(
−E2(∆α, a)

D

)
da

)
exp

(
−E1(∆α)

D

)
となり, exp(−E1/D)の係数は一般に ∆αに依存する. この係数の ∆αの依存性が ∆αと aの

相互作用を表していると考えられる. そこで, a∗ をどのようにとるのが妥当であるかを考

察する.

3.1 重み付き Fermat-Torricelli点

a∗ の候補の一つは, ∆α ∈ Ωを固定したときの E(∆α, a)の最小値を達成する点 awFT,す

なわち

3∑
j=1

σ(∆(j)α)|awFT − x(j) | = inf
a∈ΩTJ

3∑
j=1

σ(∆(j)α)|a − x(j) | = inf
a∈ΩTJ

E(∆α, a)



をみたす awFT である. ψ(i) を a − x(i) と a − x(i+1) の三重点 a におけるなす角とする. ψ(i)

をもちいて,結晶粒界エネルギー σと ∆αとの関係を述べる.

命題 7. 重み付き Fermat-Torricelli点 awFT はすべての j = 1,2,3について x(j) ではないとす

る. このとき,三重点 aが awFT と一致するための必要十分条件は, i = 1,2,3に対して

1 − cosψ(i) =
(σ(∆(i)α) + σ(∆(i+1)α))2 − σ(∆(i+2)α)2

2σ(∆(i)α)σ(∆(i+1)α)
, (15)

が成り立つことである.

3.2 三重点と内心

次に, x(j) の内心 acc を考える. x(j) の内心 acc は, x(j) を通る円の中心,すなわち

|acc − x(1) | = |acc − x(2) | = |acc − x(3) |.

である. a∗ が x(j) の内心 acc であるとき,

E1(∆α) = |acc − x(1) |
3∑
j=1

σ(∆(j)α).

となることから, E1 は E に対する Boltzmann分布ではなく, σ(∆(j)α)に対する Boltzmann

分布になる,すなわち, ρ∞ は exp
(
− |acc−x(1) |

D

∑3
j=1 σ(∆(j)α)

)
のように振る舞う.

三重点が x(j) の内心 acc となるときの, x(j) と角度 ψ(j) との関係を述べる.

命題 8. 三重点が x(j) の内心 acc と一致するとき,

1 − cosψ(1)

|x(1) − x(2) |2
=

1 − cosψ(2)

|x(2) − x(3) |2
=

1 − cosψ(3)

|x(3) − x(1) |2
(16)

が成り立つ.

次に, awFT = acc が成り立つときの必要条件を求める. (15)と (16)を組み合わせると,次

の系が得られる.

系 9. 重み付き Fermat-Torricelli点 awFT は j = 1,2,3に対して x(j) と一致しないとする. も

し,三重点が重み付き Fermat-Torricelli点 awFT と内心 acc の両方に一致するならば,

(σ(∆(1)α) + σ(∆(2)α))2 − σ(∆(3)α)2
2σ(∆(1)α)σ(∆(2)α)|x(1) − x(2) |2

=
(σ(∆(2)α) + σ(∆(3)α))2 − σ(∆(1)α)2

2σ(∆(2)α)σ(∆(3)α)|x(2) − x(3) |2

=
(σ(∆(3)α) + σ(∆(1)α))2 − σ(∆(2)α)2

2σ(∆(3)α)σ(∆(1)α)|x(3) − x(1) |2
.

(17)

が成り立つ.

Fermat-Torricelli点 awFT と内心 acc が一致することは一件すると奇妙な条件のように思

えるが,

σ(∆(j)α) = 1 + 0.25 sin2(2∆(j)α)

としたときの数値計算による定常状態を観察したところ, (17)がかなりの精度で成り立っ

ていることが確認できた [5, Section 6]. (17)は結晶粒界の長さと格子方位差から,結晶粒界

エネルギーを推定するのに有用であると考えられる.
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