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Allen-Cahn方程式
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Ω ⊂ Rn: 有界領域, ∂Ω ∈ C∞,
ν: ∂Ω上の外向単位法線ベクトル場,
ε > 0: 小さなパラメータ,
W (uε) := (1 − (uε)2)2(

ε

2
|∇uε|2 +

W (uε)
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dx =: dµε

t

Ilmanen (1993)
µε
t ⇀ µt (ε ↓ 0)

µt: (内部で)平均曲率流の Brakke解 (sptµtが平均曲率流の解)
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動機と既存の結果(
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dx =: dµε

t ⇀ dµt (ε ↓ 0)

問題と動機
µt の境界挙動はどうなっているか？単調性公式は導出できるか？

1. 余次元 2の部分多様体はどのように解析すべきか？

2. µt は境界まで込めて平均曲率流の解か？直交条件をみたすか？

3. µt は境界でどのように動いているのだろうか？

既存の結果 (境界単調性公式の導出について)

Allard (1975), Grüter-Jost (1985), Bourni (2012)
定常 varifold (優臨界 Sobolev不等式の Radon測度への拡張)

Y.-M. Chen-F.-H. Lin (1993)
Dirichlet境界条件における調和写像流

Tonegawa (2003)
Neumann境界条件における定常 Allen-Cahn方程式と特異極限問題
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境界単調性公式

定理

Ω ⊂ Rn : 凸, 初期値 uε
0 : 都合のよい関数

=⇒ ∃C > 0 s.t. ∀y ∈ ∂Ω, ∀s > 0, 0 < ∀t < s

d

dt

(
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C(s − t)
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(ρη + ρ̃η̃) dµt(x) + (補正項)

)
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ただし, η, η̃は cut-off関数,

ρ(t, x) :=
1

(4π(s − t))
n−1
2
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,
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注意 (∇ρ + ∇ρ̃) · ν
∣∣∣
∂Ω

≡ 0 (許容条件)
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単調性公式の意味
d

dt

(
exp

(
C(s − t)

1
4

) ∫
Ω

(ρη + ρ̃η̃) dµt(x) + (補正項)
)

≤ 0

t ↑ s =⇒ ρ(t, x) → δy

=⇒ µs({y}) ≤
∫
Ω
ρ(t0, x) dµt0 (形式的)

(正確には, Gauss密度の有界性が得られる)

偏微分方程式論の言葉では？

単調性公式は局所最大値原理 (L∞ -L1評価)を含む
種々の正則性理論が得られる (おそらく弱 Harnack評価も含む)

(境界)単調性公式から得られる (だろう)こと

µtは境界までこめて平均曲率流の Brakke解
sptµtが平均曲率流の解 (修正可能性,整 varifold,正則性)
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凸性に関する注意

(おそらく)凸性をはずすことはできない.∂Ω

ΩΩ

Diffused(Singularity)

suppµ0
suppµt

拡散がおこる=⇒正則性が壊れる=⇒単調性公式が成り立たない
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