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発展 p-Laplace方程式

発展 p-Laplace方程式{
∂tu − div(|∇u|p−2∇u) = div f, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(p-P)

f = f(t, x): 既知関数, p > max{ 2n
n+2

, 1}.
.
定義 (弱解)
..

.

u: (p-P)の弱解 def⇐⇒ T > 0 s.t.
u ∈ L∞(0, T ; L2(Rn))かつ∇u ∈ Lp((0, T ) × Rn)

uは (p-P)を超関数の意味でみたす.

.
問題..
.∇uの Hölder連続性は？f の正則性との関係は？
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既存の結果と主結果

∂tu − div(|∇u|p−2∇u) = div f, t > 0, x ∈ Rn. (p-P)

既存の結果

DiBenedetto-Friedman (’85), Wiegner (’86)

f ≡ 0 =⇒ ∇u : Hölder連続

Misawa (’02)

f : (t, x)について Hölder連続 =⇒ ∇u : Hölder連続

.
定理..

.
2
r
+ n

q
< 1, ∇f ∈ Lr(0,∞ ; Lq(Rn)) =⇒ ∇u: Hölder連続.
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主定理に関する注意

∂tu − div(|∇u|p−2∇u) = div f, t > 0, x ∈ Rn. (p-P)

.
定理 (前述)
..

.
2
r
+ n

q
< 1, ∇f ∈ Lr(0,∞ ; Lq(Rn)) =⇒ ∇u: Hölder連続.

2
r
+ n

q
< 1, ∇f ∈ Lr

t (L
q
x) =⇒ f は tについて連続でなくてよい.

n = 1のとき

∂tu − ∂x(|∂xu|p−2∂xu) = ∂xf

w := ∂xu =⇒ ∂tw − ∂2
x(|w|p−2w) = ∂x(∂xf)

∂xf ∈ Lr
t (L

q
x) =⇒ w : Hölder連続
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証明の鍵

∂tu − div(|∇u|p−2∇u) = div f, −R2 < t < 0, x ∈ Rn. (p-P)

Reference方程式{
∂tv − div(|∇v|p−2∇v) = 0, in QR = (−R2, 0) × BR,

v = u, on QRの放物型境界.
(RE)

.
補題..

.

p > 2, ∃C = C(n, p) > 0 s.t.∫∫
QR

|∇u − ∇v|p dxdt ≤ C‖∇f‖
p

p−1

Lr
t (L

q
x)
R

n+2+ p
p−1

(1−n
q
−2

r
)
.

1 −
n

q
−

2

r
> 0 ⇐⇒

n

q
+

2

r
< 1
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