
多孔質媒質方程式の解に対するHölder評価

水野将司 (東北大・理,学振研究員 DC)

2010年 9月 23日

水野将司 (東北大・理) 多孔質媒質方程式の解に対する Hölder 評価



porous medium方程式

{
∂tu − ∆uα = div f, t > 0 , x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Rn.
(PME)

f = (f1(t, x), . . . , fn(t, x)): 既知関数
α > 1: 定数

.
定義 (弱解)
..

.

u0 ∈ L1 ∩ Lα+1, f ∈ L2((0,∞) × Rn)

u: (PME)の弱解 def⇐⇒ ∃T > 0 s.t.
u ≥ 0 a.e. in (0, T ) × Rn,
u ∈ L∞(0, T ;L1 ∩ Lα+1), ∇uα ∈ L2((0, T ) × Rn),
uは (PME)を超関数の意味でみたす.
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Barenblatt解

{
∂tu − ∆uα = 0, t > 0 , x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Rn.
(PME)

Barenblatt解 σ = n(α − 1) + 2, A > 0

U (t, x) =
1

(1 + σt)
n
σ

(
A −

α − 1

2α

|x|2

(1 + σt)
2
σ

) 1
α−1

+

r

x

U (t, x)
U : (PME)の解
U : 滑らかでない
U : Hölder連続
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問題

{
∂tu − ∆uα = div f, t > 0 , x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Rn.
(PME)

.
問題..

.
(PME)の解の Hölder連続性と外力 f との関係は？
定量的な評価は？

既存の結果

DiBenedetto-Friedman (’85)

2

q
+

n

p
< 1, f ∈ Lq(0,∞ ;Lp)

=⇒ u : Hölder連続 (定性的)
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主定理

.
定義 (弱Lp空間)
..

.

p > 1, f ∈ Lp
w(R

n)
def⇐⇒ f ∈ L1

loc(R
n)かつ

‖f‖Lp
w(Rn) := sup

K⊂Rn : compact

1

|K|1−
1
p

∫
K

|f | dx < ∞

注意 Lp ( Lp
w ∵ |x|−

n
p ∈ Lp

w \ Lp

.
定理..

.

2
q
+ n

p
< 1, f ∈ Lq(0,∞ ; Lp

w), u: (PME)の有界な弱解
=⇒ u: Hölder連続,かつ ∃C > 0, 0 < ∃σ < 1 s.t.

|u(t, x)−u(s, y)| ≤ C(‖u‖∞+‖u‖
1
q
(1− 1

α
)

∞ ‖f‖
1
α

Lq(0,∞ ;L
p
w)
)

× (‖u‖
σ
2
(1− 1

α
)

∞ |t − s|
σ
2 + |x − y|σ)
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主定理に関する注意

.
定理 (前述)
..

.

2
q
+ n

p
< 1, f ∈ Lq(0,∞ ; Lp

w), u: (PME)の有界な弱解
=⇒ u: Hölder連続,かつ ∃C > 0, 0 < ∃σ < 1 s.t.

|u(t, x) − u(s, y)| ≤ C(‖u‖∞ + ‖u‖
1
q (1− 1

α )
∞ ‖f‖

1
α

Lq(0,∞ ;Lp
w)

)

× (‖u‖σ
2 (1− 1

α )
∞ |t − s|σ

2 + |x − y|σ)

0 < ρ � 1, M = ‖u‖∞, t = ρ2

Mα−1s, x = ρy

ũ(s, y) = 1
M

u(t, x), f̃(s, y) = f(t, x)

=⇒ ∂sũ − ∆ũα = ρ div
( 1

Mα
f̃
)

∥∥ρf̃∥∥
Lq(L

p
w)

= ρ
1−2

q
−n

p M
1
q
(α−1)∥∥f∥∥

Lq(L
p
w)
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鍵となる補題

v = uα, Qρ,M := (−
ρ2

M1− 1
α

, 0) × Bρ

.
補題
..

.

0 < ρ � 1, M ∼= supQρ,M
v, ω = oscQρ,M v,

=⇒ 0 < ∃θ0, ∃η0 < 1, ∃λ0 > 0, ∃Q′ b Qρ,M s.t.

(the lower bounds)

|Qρ,M ∩ {v < λ0}|
|Qρ,M |

≤ θ0 ⇒ v ≥ inf
Qρ,M

v + η0ω in Q′

(the upper bounds)

|Qρ,M ∩ {v < λ0}|
θ0|Qρ,M |

> θ0 ⇒ v ≤ sup
Qρ,M

v − η0ω in Q′

∴ osc
Q′

v = sup
Q′

v − inf
Q′

v ≤ (1 − η0) osc
Qρ,M

v
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