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次の外力項付き多孔質媒質方程式を考える;{
∂tu − ∆uα = div f + g, t > 0 , x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Rn.
(PME)

ここで, α > 1は定数, 外力項 f = (f1(t, x), . . . , fn(t, x)) , g = g(t, x)と初期
値 u0 = u0(x)はそれぞれ (0,∞) × Rn, Rn 上の与えられた関数とする. この
方程式 (PME)に対して, 超関数の意味で方程式を満たす解を弱解と呼ぶ. 方程
式 (PME)は退化した放物型方程式のため, 一般に弱解は古典解にならない. 特に,

f, g ≡ 0のとき, その台がコンパクトとなる特殊解であるBarenblatt 解の存在に
より, 弱解は一般に微分可能にならないことが知られている. そこで, 弱解の正則
性を Hölder 連続性の立場から考える. 特に, (PME)の解のHölder連続性と外力
項との関係を明らかにしたい. なお, Hölder連続性は, 退化Keller-Segel方程式系
の解の時刻無限大における漸近挙動の解析に用いられる (文献 [4]を参照).

Caffarelli-Friedman [2]やCaffarelli-Vazquez-Wolanski [1]によって, f, g ≡ 0の
ときの (PME)の弱解のHölder連続性が示された. 彼らの証明は, 比較原理に依存
しているが, 応用上の観点から, 比較原理を用いない方法を考える. DiBenedetto-

Friedman [3]やWiegner [5]はp > 2に対し, p-Laplace発展方程式の解 vの勾配が
Hölder 連続となることを, 比較原理を用いずに示した. ところで, |∇v|は多孔質
媒質方程式にみられる非線形退化放物型方程式の解となることが知られている.

このことから, 多孔質媒質方程式の解に対しても, 彼らの手法が適用できると推
測される. 実際, DiBenedetto-Friedman [3]は, f, g ≡ 0のときの (PME)の弱解
に対する Hölder 連続性を証明した. さらに f, gが適当な可積分性を満たすとき
に, (PME)の弱解に対する Hölder 連続性を主張しているが, 証明は与えられて
いないようである. 我々は, f, gに対する条件を彼らの与えた条件より拡張して,

(PME)の解に対するHölder評価を示した.

主定理を述べるために, 弱Lp空間を導入する.

定義 1. Ω ⊂ Rnを領域とする. p > 1に対し, f ∈ Lp
w(Ω)であるとは, f ∈ L1

loc(Ω)

かつ

‖f‖Lp
w(Ω) := sup

K⊂Ω : compact

1

|K|1−
1
p

∫
K

|f | dx < ∞

であるときをいう.

Hölderの不等式と |x|−
n
p ∈ Lp

w(Ω)より, Lp(Ω) ( Lp
w(Ω)となることに注意する.
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定理 2. α > 1とし, uを (PME)の有界な弱解とする. 2
q

+ n
p

< 1をみたす, ある

p, q ≥ 1に対し, |f |2, g ∈ L
q
2 (0,∞ ; L

p
2
w(Rn))を仮定する. このとき, 任意の ε > 0

に対し, uは (ε,∞) × Rn上一様にHölder連続となり, (t, x), (s, y) ∈ (ε,∞) × Rn

に対して

|uα(t, x) − uα(s, y)| ≤ C(‖u‖α
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q
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p
2
w (Rn))

)

× (‖u‖
σ
2
(α−1)

L∞((0,∞)×Rn)|t − s|
σ
2 + |x − y|σ)

が成り立つ. ここで, C, σ > 0は, n, α, p, q, εにのみ依存する定数である.

文献 [3]において, 内在的スケールとして, 解の振動を用いているが, この方法
では, Hölder評価が導出できないと考えられる. Hölder評価を導出するためには,

内在的スケールを修正するとともに, 分割交代型の議論を精密に行う必要がある.

そこで, 本論文では, 内在的スケールとして, 解の最大値を用いる. この修正を正
当化するために, ρ,M > 0に対し, Qρ,M := (− ρ2

M1− 1
α
, 0) × Bρとおき, 次に示す分

割交代型の補題を新たに確立することによって, 解に対するHölder評価を示した.

補題 3. ω, M > 0に対して, supQρ,M
u ≤ M ≤ 4 supQρ,M

u と 3
4
ω ≤ oscQρ,M

u ≤ ω

を仮定する. このとき, n, α, pにのみ依存する定数 0 < θ0, η0 < 1と放物型円柱
Q b Qρ,Mが存在し, 十分小さなρ > 0に対して, 次の (i), (ii)が成り立つ:

(i) (lower bounds)

|Qρ,M ∩ {u < inf
Qρ,M

u +
ω

2
}| ≤ θ0|Qρ,M |

ならば, infQ u ≥ infQρ,M
+η0ω となる.

(ii) (upper bounds)

|Qρ,M ∩ {u < inf
Qρ,M

u +
ω

2
}| > θ0|Qρ,M |

ならば supQ u ≤ supQρ,M
u − η0ω となる.

補題 3の (i), (ii)のどちらの場合でも, oscQ u ≤ (1 − η0) oscQρ,M
uがわかる. 補

題 3を繰り返して用いることにより, 解のHölder連続性が従う.
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