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n ≥ 2 , uε = uε(t, x) :未知関数 , 0 < ε � 1 :パラメータ ∂tuε − ∆uε +
uε

ε
(|∇uε|2 − 1) = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn

uε(0, x) = u0(x), x ∈ Rn

(BMOε)



先行研究

I Goto-K. Ishii-Ogawa(2005)
平均曲率流方程式の数値計算アルゴリズム

(Bence-Merriman-Osher 1992)

∂tvε − ∆vε = 0 in (0, ε) × Rn

補助関数の導入 (c.f. Leoni 2001)

vε(t, x) = U

(
uε(t, x)√

ε

)
, U(ξ) :=

2
√
π

∫ ξ

0
e−η2

dη

=⇒ ∂tuε − ∆uε +
uε

ε
(|∇uε|2 − 1) = 0 (BMOε)

(BMOε)の特異極限問題 (ε → 0)の解 uが十分に滑らか

=⇒ ∂tu − ∆u +
∇u ⊗ ∇u

|∇u|2
∇2u = 0 (MCF)



問題

 ∂tuε − ∆uε +
uε

ε
(|∇uε|2 − 1) = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn

uε(0, x) = u0(x), x ∈ Rn

(BMOε)
(BMOε)の解 uεの正則性の ε-依存性は？

sup
D1

uε ≤ CH inf
D2

uε (Harnack不等式)

線形の方程式の場合

I Harnack不等式 : Hölder連続性を導く
I Harnack定数 CH が Hölder次数を決定する

(BMOε)に対する Harnack定数の ε-依存性は？



主定理

 ∂tuε − ∆uε +
uε

ε
(|∇uε|2 − 1) = 0, (t, x) ∈ (0,∞) × Rn

uε(0, x) = u0(x), x ∈ Rn

(BMOε)� �
定理 (Harnackの不等式)
uε : (BMOε)の弱解 ,
(0, 4T ) × B6R上で 0 ≤ uε ≤ M

⇒ sup
(T,2T )×BR

uε ≤ CM exp

(
θ

ε

)
inf

(3T,4T )×BR

uε

ただし, C = C(n, T,R) ,θ = θ(n,M).� �



Cole-Hopf変換

∂tu − ∆u +
u

ε
(|∇u|2 − 1) = 0

=⇒ 0 ≤
u

ε
= ∂tu − ∆u +

u

ε
|∇u|2

≤ ∂tu − ∆u +
M

ε
|∇u|2

Cole-Hopf変換

v := e−
M
ε
u ⇒ ∂tv − ∆v ≤ 0

弱解の立場で, Cole-Hopf変換を正当化 (Trudinger 1968)



u−βの評価 (Cole-Hopf変換の正当化)

0 ≤ ∂tu − ∆u +
M

ε
|∇u|2 (1)

β > 1 ,η = η(t, x) ; cut-off関数, φ := η2u−βe−
M
ε
u∫ 4T

τ

∫
Br

φ × (1) dxds

⇒ 0 ≤
∫ 4T

τ

∫
Br

φ∂tudxds +

∫ 4T

τ

∫
Br

∇φ · ∇udxds

+
M

ε

∫ 4T

τ

∫
Br

η2u−βe−
M
ε
u|∇u|2 dxds

∇φ = ∇(η2u−βe−
M
ε
u) = ∇(η2)u−βe−

M
ε
u

− βη2u−β−1e−
M
ε
u∇u −

M

ε
η2u−βe−

M
ε
u∇u



u−βの評価 (Cole-Hopf変換の正当化)

0 ≤ ∂tu − ∆u +
M

ε
|∇u|2 (1)

β > 1 ,η = η(t, x) ; cut-off関数, φ := η2u−βe−
M
ε
u

1

β − 1

∫ 4T

τ

∫
Br

η2e−
M
ε
u∂tu

−β+1 dxds

+ β

∫ 4T

τ

∫
Br

η2u−β−1e−
M
ε
u|∇u|2 dxds

≤ 2

∫ 4T

τ

∫
Br

ηu−βe−
M
ε
u∇η · ∇udxds

e−
M
ε
u ≈ e−

θ
ε : Harnack定数のε-依存性 (θ ≈ M2)


