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次の周期境界条件を課した偏微分方程式の初期値問題を考える．
𝜕 𝑓

𝜕𝑡
− div( 𝑓∇(𝐷 (𝑥) log 𝑓 + 𝜙(𝑥))) = 0, 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 > 0,

𝑓 (𝑥, 0) = 𝑓0(𝑥), 𝑥 ∈ Ω.
(NFP)

ここで，Ω = [0, 1)𝑛 は 𝑛 次元トーラス，𝐷 : Ω → R は与えられた正値周期関数，

𝜙 : Ω → R は与えられた周期関数， 𝑓0 : Ω → R は与えられた確率密度関数であり，

𝑓 : Ω × [0,∞) → Rは未知関数である．本研究の目的は， 𝑓 の時刻無限大での漸近挙動

を解析することである．以下，𝐷, 𝜙, 𝑓0 は Ω上の滑らかな関数とする．

𝐷 が定数のとき，(NFP)は，次の確率微分方程式

𝑑𝑥 = 𝜙 𝑑𝑡 + 𝐷 𝑑𝐵 (SDE)

に対する確率密度関数がみたす Fokker-Planck方程式として知られている．ここで，𝐵は

ブラウン運動である．このとき div( 𝑓∇(𝐷 log 𝑓 )) = 𝐷Δ 𝑓 に注意すると，(NFP)は線形の
方程式である．さらにエネルギー等式

𝑑

𝑑𝑡

∫
Ω
(𝐷 𝑓 (log 𝑓 − 1) + 𝑓 𝜙) 𝑑𝑥 = −

∫
Ω
|∇(𝐷 log 𝑓 + 𝜙) |2 𝑓 𝑑𝑥 (EI)

が成り立つ．特に，(NFP)の時刻無限大における漸近系の候補として，∇(𝐷 log 𝑓 + 𝜙) = 0
をみたす関数 𝑓 eq を考えることができる．他方，𝐷 が定数でないとき，伊藤積分や

Stratonovich 積分によって (SDE) のブラウン運動を定式化できるが，(SDE) に対応する
確率密度関数がみたす Fokker-Planck 方程式はエネルギー等式 (EI) をみたさない．そこ
で，エネルギー等式 (EI)と連続の方程式を基礎にしたときに，どのような偏微分方程式
であるべきかを考えてみると，(NFP)が得られる．

div( 𝑓∇(𝐷 (𝑥) log 𝑓 )) = 𝐷 (𝑥)Δ 𝑓 + div( 𝑓 log 𝑓∇𝐷 (𝑥))

となることから，(NFP)は非線形方程式となることに注意しておく．
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𝐷 が定数のときに 𝑓 の長時間挙動を調べるためには，エントロピー消散法が有効であ

り，多くの研究がある ([1, 2, 4, 5]). 他方で，𝐷 が 𝑥 の関数であるとき，エントロピー汎

関数を持つかどうかを判定することが困難となる．(NFP)はエネルギー等式 (EI)をみた
すことから，エントロピー汎関数の候補として，𝐷 (𝑥) 𝑓 (log 𝑓 − 1) + 𝑓 𝜙 の積分を考えれ

ばよい．本研究では，拡散係数 𝐷 が十分に大きいときに，(NFP)の古典解 𝑓 について，

(EI)の右辺が指数減衰することを示した．

定理（[3]） 𝑛 = 1, 2, 3とする．𝛾 > 0に対して，𝐶1 > 0, 𝐶2 > 0が存在して，

min
𝑥∈Ω

𝐷 (𝑥) ≥ 𝐶1,

∫
Ω
|∇(𝐷 (𝑥) log 𝑓0 + 𝜙) |2 𝑓0 𝑑𝑥 ≤ 𝐶2 (1)

ならば，定数 𝐶 > 0が存在して，(NFP)の古典解 𝑓 について∫
Ω
|∇(𝐷 (𝑥) log 𝑓 + 𝜙) |2 𝑓 𝑑𝑥 ≤ 𝐶𝑒−𝛾𝑡 , 𝑡 > 0, (2)

が成り立つ．

(2)から 𝑡 → ∞のときに ∇(𝐷 (𝑥) log 𝑓 + 𝜙) が 0に収束すること，そして， 𝑓 が平衡解

𝑓 eq に収束することが示唆される．𝐷 が定数のとき，(2)に Csiszár-Kullback-Pinsker不等
式を用いることで， 𝑓 が 𝐿1 の位相で 𝑓 eq に収束することが示せる．

証明の方針は (EI)を 𝑡で微分して，微分不等式を導くことによる．𝒖 = −∇(𝐷 (𝑥) log 𝑓 +
𝜙(𝑥)) と置くと，∇𝐷 を含む非積分関数を 𝐺 (∇𝐷) とまとめて書くことにより

𝑑2

𝑑𝑡2

∫
Ω
(𝐷 𝑓 (log 𝑓 − 1) + 𝑓 𝜙(𝑥)) 𝑑𝑥

= 2
∫
Ω
(∇2𝜙(𝑥)𝒖 · 𝒖) 𝑓 𝑑𝑥 + 2

∫
Ω
𝐷 (𝑥) |∇𝒖 |2 𝑓 𝑑𝑥 +

∫
Ω
𝐺 (∇𝐷) 𝑑𝑥

≥ 2
∫
Ω
(∇2𝜙(𝑥)𝒖 · 𝒖) 𝑓 𝑑𝑥 + 2

∫
Ω
𝐷 (𝑥) |∇𝒖 |2 𝑓 𝑑𝑥 − 1

min 𝐷 (𝑥)

∫
Ω
𝐷 (𝑥) |𝐺 (∇𝐷) | 𝑑𝑥

と書ける．𝐶1 を十分に大きくとることにより，𝐺 (∇𝐷) の積分を評価できる．|𝐺 (∇𝐷) |
に |𝒖 |3 の項を含むため，Sobolevの不等式を使うことから次元に制約がある．
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