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§1. 序

次の退化Keller-Segel方程式系の初期値問題を考える:

(1.1)


∂tu− ∆uα + div(u∇ψ) = 0, t > 0 , x ∈ Rn,

−∆ψ + ψ = u, t > 0 , x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Rn.

ただし, u = u(t, x), ψ = ψ(t, x)は未知関数とし, 初期値 u0 = u0(x)は与えられた非負関数とする.
α = 1のときの方程式系 (1.1)は, Keller-Segel [4]によって提唱された, 細胞性粘菌の運動を記述
する放物型-放物型方程式系を誘引化学物質の拡散速度が十分に速いとみなして緩和極限をとるこ
とにより導出される. α > 1のとき, 細胞性粘菌の拡散がそれ自身の密度に依存するモデルとなる
とともに, Nagai-Mimura [7]により, 人口分布のモデルとして研究されている. 本稿では, α > 1
の場合の方程式 (1.1)の解の時刻無限大での漸近挙動を考える. このとき, ∆uα = div(αuα−1∇u)
であるが, α > 1であることから, u = 0のときに, uα−1 = 0となる. このように, 発散形式で書い
たときに, ∇uの係数行列の固有値が 0になりうる放物型方程式を退化放物型方程式という. u = 0
となる点において, 方程式 (1.1) は放物型方程式の特性を失い, 解は一般に滑らかにならない. 実
際, 退化放物型方程式の典型例である, porous medium方程式

(1.2) ∂tw − ∆wα = 0, t > 0, x ∈ Rn

に対して, Barenblatt 解

(1.3) U (t, x) = (1 + σt)−
n
σ

A− α− 1
2α

(
|x|

(1 + σt)
1
σ

)2
 1

α−1

+

=: (1 + σt)−
n
σ V

(
|x|

(1 + σt)
1
σ

)

は, (1.2)を超関数の意味でみたす (図 1を参照). ただし, A > 0は任意定数, σ = n(α − 1) + 2,
(f(x))+ := max{f(x), 0}とする. このことから, 一般に, 退化放物型方程式は古典解が存在する
とは限らない. そこで, 方程式系 (1.1)の弱解を定義する.

1



2 水野 将司

−r

x

U (t, x)

図 1: tを固定したときの, Barenblatt解の形状

定義 1.1. 非負の初期値 u0 ∈ L1(Rn) ∩ Lα(Rn)に対し, (u, ψ)が (1.1)の弱解であるとは, T > 0
が存在して, 次の 3条件をみたすときをいう:

1. 殆どすべての (t, x) ∈ [0, T ) × Rnに対して, u(t, x) ≥ 0;

2. u ∈ L∞(0, T ; L1(Rn) ∩ Lα(Rn)) かつ∇uα− 1
2 ∈ L2((0, T ) × Rn);

3. uは (1.1)を超関数の意味でみたす. すなわち任意の φ ∈ C1([0, T ) ;C1(Rn))に対して∫
Rn

u(t)φ(t) dx−
∫

Rn

u0φ(0) dx

=
∫ t

0
dτ

∫
Rn

{
u(τ)∂tφ(τ) −∇uα(τ) · ∇φ(τ) + u(τ)∇ψ(τ) · ∇φ(τ)

}
dx

が殆どすべての 0 < t < T に対して成り立つ. ここで, ψ = (−∆ + 1)−1u = F−1[(|ξ|2 +
1)−1Fu] は Besselポテンシャルである.

方程式系 (1.1)の局所解はよく知られている. 大域解の存在,非存在はSugiyama [12], Sugiyama-
Kunii [13]によって示された. 本稿に必要な結果についてのみ述べる.

命題 1.2 (Sugiyama [12], Sugiyama-Kunii [13]). n ≥ 3, 1 < α ≤ 2− 2
n とし, 初期値 u0は適当な

意味で十分に小さいとする. このとき, (1.1)には, 減衰する大域解 (u, ψ)が存在する.

以下, n ≥ 3, 1 < α ≤ 2− 2
n に対して, 減衰する大域解 uの時刻無限大に対する漸近挙動を考え

る. 形式的には, 十分大きな時刻 tに対して uが小さくなることから∇ψ,∆ψも小さくなると考え
られるため, div(u∇ψ)も小さくなると推測できる. 従って, (1.1)の減衰する解 uは時刻無限大で
porous medium方程式の解のように振る舞うと考えられる. このことは, Luckhaus-Sugiyama [6]
によって数学的に正当化された. すなわち, U を porous medium方程式のBarenblatt解 (1.3)と
し, ‖U (0)‖1 = ‖u0‖1となるようにA > 0を定めるとき, ‖u(t) − U (t)‖1が t→ ∞で 0に収束す
ることを示した. なお, ‖u(t)‖1 = ‖u0‖1となることから (このことは, 形式的には方程式 (1.1)を
xで積分して, 発散定理を用いることでわかる), ‖u(t)‖1は t → ∞で減衰しないことに注意する.
この結果により, u(t)は L1ノルムを保存しながら, Barenblatt解U (t)のように減衰することが
わかる. 次に, 剰余項である u(t) − U (t)がどのような挙動をしているかを考える. Ogawa [9]は,
1 < α < 2 − 2

n のときに C, ν > 0が存在して, ‖u(t) − U (t)‖1 ≤ C(1 + t)−ν とできる, すなわち,
剰余項が一様に tの負巾で評価できることを示した. α = 2 − 2

n のときは, 非線形性が臨界的とな
るために, 剰余項の漸近評価が示されていなかった. 我々は, 非線形性が臨界的である, α = 2− 2

n

のときに, 剰余項の一様漸近評価を示した.
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定理 1.3 (小川卓克教授との共同研究). n ≥ 3, α = 2− 2
n とする. ある a > nに対して, 十分小さ

な初期値 u0は |x|au0 ∈ L1(Rn)をみたすとする. このとき, C, ν > 0が存在して

‖u(t) − U (t)‖1 ≤ C(1 + t)−ν , t > 0

が成り立つ. ただし, U は, ‖U (0)‖1 = ‖u0‖1 をみたす porous medium方程式の Barenblatt
解 (1.3)である.

定理 1.3により, 非線形性が臨界的であっても, 初期値に高次モーメントの有界性を課すこと
により, 時刻無限大において剰余項がBarenblatt解より代数的に早く減衰していることがわかる.
例えば, コンパクトな台を持つ初期値に対して, 剰余項の一様な減衰評価が得られる.

注意 1.4. Luckhaus-Sugiyama [6]により

(1 + t)
n
σ ‖u(t) − U (t)‖∞ → 0, t→ ∞

が得られている. この結果から 1 < p <∞に対して

(1 + t)
n
σ

(1− 1
p
)‖u(t) − U (t)‖p ≤ ((1 + t)

n
σ ‖u(t) − U (t)‖∞)1−

1
p ‖u(t) − U (t)‖

1
p

1

≤ C(1 + t)−
ν
p ,

すなわち
‖u(t) − U (t)‖p ≤ C(1 + t)−

n
σ

(1− 1
p
)− ν

p

が従う. Barenblatt解に対して,変数変換により

‖U (t)‖p = (1 + σt)−
n
σ

(1− 1
p
)‖V ‖p

となることに注意すると, 1 ≤ p < ∞に対しても時刻無限大において, 剰余項が Barenblatt 解よ
り代数的に早く減衰していることがわかる.

注意 1.5. 時刻無限大における漸近挙動, 特に漸近形を求めることは, t = ∞でのTaylor展開とみ
なすことができる. α = 1のときは, 解を熱核を用いて表現できるため, 熱核のTaylor展開を計算
することにより, より高次の漸近形を求めることができる. α > 1のときは, 解の表示が知られて
いないため, 高次の漸近形は求められていない.

§2. 解の正則性

この節では,形式的な議論のもとで,なぜ定理が成り立つのかを説明する. 定理を示すために, (u, ψ)
の前方自己相似変換 (v, ψ)を考える:

s =
1
σ

log(1 + σt), y =
x

(1 + σt)
1
σ

,

v(s, y) = (1 + σt)
n
σ u(t, x), φ(s, y) = (1 + σt)

n
σψ(t, x).

前方自己相似変換は, 方程式の左辺の構造を保ちながら, 解の形状を相似変換している (図 2を参
照). 実際, (v, ψ)は, 次の方程式をみたす:
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図 2: 前方自己相似変換による, Barenblatt解の形状の変化

(2.1)


∂sv − ∆yv

α = divy(yv − e−κsv∇yφ), s > 0 , y ∈ Rn,

−e−2s∆yφ+ φ = v, s > 0 , y ∈ Rn,

v(0, y) = u0(y) ≥ 0, y ∈ Rn,

ただし, κ = n(2 − α)である. また, 積分の変数変換により

‖u(t) − U (t)‖L1
x(Rn) = ‖v(s) − V ‖L1

y(Rn)

となることから, vが V に収束する速さを求めることで, 定理 1.3が示せる. すなわち, 解の漸近
挙動を考察する問題が前方自己相似変換を通して, 時刻無限大での自己相似解の収束の問題にお
きかわる. ここで, (2.1)を φ = (−e−2s∆y + 1)−1vを用いて

∂sv − ∆yv
α = divy(yv − e−κsv∇y(−e−2s∆y + 1)−1v)

と書き換えてみると, −div(e−κsv∇y(−e−2s∆y + 1)−1v) が時刻無限大で小さくなることを示すこ
とで−div(u∇ψ)が小さくなることを正当化できる. そこで, 形式的に (−e−2s∆y + 1)−1 を分数の
形で書き, 微分が最も高い項を考えてみると

(2.2) div(e−κsv∇y(−e−2s∆y + 1)−1v) ∼= e−(κ−2)sv
−e−2s∆y

−e−2s∆y + 1
v

となるため, 作用素 −e−2s∆y

−e−2s∆y+1
は (∆を変数と思うことにすると)sについて一様に有界となるこ

とがわかる. また, 前方自己相似変換の性質から, vは有界となるが, 減衰はしない (減衰する解 u

に対して, 前方自己相似変換を通してL∞ノルムを正規化させていると考えればよい). α < 2− 2
n

のときは, κ > 2となることより, e−(κ−2)sの項から非線形項が時刻無限大で小さくなることがわ
かり, 剰余項の漸近評価が従う. これに対し, α = 2− 2

n のときは, κ = 2となり e−(κ−2)s = 1とな
るため, e−(κ−2)s の項からは, 解の減衰評価が得られない. この困難を克服するために, vに関する
一様なHölder 連続性を用いる. すなわち

補題 2.1. 定理 1.3の仮定のもとで, vは γ次の一様Hölder連続になる.

補題 2.1は, 初期値の高次モーメントの有界性を用いて, yv − e−κsv∇yφが十分な可積分性を
持つことにより示される. 実際, e−κsv∇yφは有界となるため, yvの可積分性についてのみ考えれ
ばよい. 形式的に方程式 (2.1)に |y|a を掛けて空間変数について積分すると

∂

∂s

∫
Rn

v|y|a dx+ a

∫
Rn

v|y|a dx = a(a+ n− 2)
∫

Rn

vα|y|a−2 dx+ ae−κs

∫
Rn

|y|a−2v∇φ · y dx



退化 KELLER-SEGEL系の大域解の漸近挙動 5

となるため, Gronwallの不等式を用いることで, v|y|a ∈ L∞(0,∞ ;L1(Rn))となることがわかる.
このことにより, yv ∈ L∞(0,∞ ;La(Rn))がわかる. 補題 2.1を示すために, porous medium方程
式に対する先験Hölder評価を用いる:

補題 2.2 (porous medium方程式に対する先験 Hölder評価 [8, 14]). D ⊂ Rn を有界領域とし,
p > nに対して, f ∈ L∞(0,∞ ; Lp(D))を仮定する. uを次の方程式の有界で非負な弱解とする:

∂tu− ∆uα = divf t > 0, x ∈ D.

このとき, 解 uは Hölder 連続となり, D′ b Dに対して, n, α, p,D′ にのみに依存する定数 0 <
γ < 1 , C > 0が存在して

(2.3) |uα(t, x) − uα(s, y)| ≤ C(‖uα‖L∞((0,∞)×D) + ‖f‖L∞(0,∞ ; Lp(D)))

× (‖u‖
1
2
(α−1)

L∞((0,∞)×D)|t− s|
γ
2 + |x− y|γ)

が任意の (t, x) , (s, y) ∈ (1,∞) ×D′に対して成り立つ.

f = yv − e−κsv∇yφとして, 補題 2.2を用いることで, vが時空間一様にHölder連続となるこ
とが従う. Hölder連続性は分数階の微分が可能となることに対応している. 実際 γ′ < γに対して,
|∇|γ′

v = F−1|ξ|γ′
Fv ∈ L∞(Rn) となる. −∆ = F−1|ξ|2F が正定値作用素であることに注意す

ると, (2.3)はさらに形式的に議論をすすめることにより

div(e−κsv∇y(−e−2s∆y + 1)v) ∼= e−(κ−2)sv
−e−2s∆y

−e−2s∆y + 1
v

∼= e−(κ−2+γ′)sv
−e−(2−γ′)s|∇|2−γ′

−e−2s|∇|2 + 1
|∇|γ′

v

(2.4)

と書き換えることができる. ここで, −e−(2−γ′)s|∇|2−γ′

−e−2s|∇|2+1
が有界となることに注意すると, κ = 2

のときに, e−(κ−2+γ′)s から減衰が得られることがわかる. これにより, 形式的にではあるが,
−div(e−κsv∇y(−e−2s∆y + 1)−1v)が時刻無限大で小さくなることがわかった.
そこで, 方程式 (2.1)を

(2.5) ∂sv − div
(
v∇y

( α

α− 1
vα−1 +

1
2
|y|2 − e−κsφ

))
= 0

とかきかえて, エントロピー汎関数 J を

J(v(s)) :=
∫

Rn

v(s)
∣∣∣∣∇( α

α− 1
vα−1(s) +

|y|2

2

)∣∣∣∣2 dy
とおく. 方程式 (2.5)に α

α−1v
α−1(s) + |y|2

2 をかけて時空間で積分すると

(2.6)
1

α− 1

∫
Rn

vα(s) dy +
1
2

∫
Rn

|y|2v(s) dy +
∫ s

0
J(v(τ)) dτ

=
1

α− 1

∫
Rn

vα(0) dy +
1
2

∫
Rn

|y|2v(0) dy +R(s)
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となる. ここで, R(s)は−e−κsφから得られる誤差項であり, s → ∞で十分に小さくなる項であ
る. 評価式 (2.6)で s → 0とすることで, J(v(s)) → 0が従う. このことから, 形式的には J を定
める被積分関数∇( α

α−1v
α−1(s) + |y|2

2 ) が 0に収束する. 従って, 微分が消えることから, ある定数
A > 0がとれて

α

α− 1
vα−1(s) +

|y|2

2
→ α

α− 1
A, s→ ∞

となる. vについて解き, 変数変換することにより

(1 + σt)
n
σ u(t) →

A− α− 1
2α

(
|x|

(1 + σt)
1
σ

)2
 1

α−1

+

, t→ ∞

となることがわかり, uは Barenblatt解U に漸近することがわかる.

注意 2.3. 漸近解析を t = ∞での Taylor展開とみなせば, 時間変数に関する微分可能性を考える
必要がある. 方程式を用いることで, 時間変数に関する微分可能性は空間変数に関する微分可能性
に置き換えることができるが, 方程式が退化しているため一般に微分可能性が成り立たない. そこ
で, 微分可能性をHölder連続性に置き換えることで, この問題を克服している.

注意 2.4. 初期値の高次モーメントの有界性は, 解の Hölder連続性を導くために用いている. 熱
方程式に対する解の漸近展開から類推すると, 初期値のモーメントの有界性は 1次でよいと思わ
れる. エントロピー汎関数の評価 (2.6) から 2次のモーメントの有界性は証明に本質的に用いて
いるが, 初期値に対する高次モーメントの有界性が本質的であるか否かはわかっていない.

§3. 証明の概略

以下, α = 2− 2
n の場合のみを考える. 定理 1.3の厳密な証明はCarrillo-Toscani [2]によるエント

ロピー消散法を用いることによる. 方程式に付随する修正エントロピー汎関数 I を

I(v(s)) :=
∫

Rn

v(s)
∣∣∣∣∇( α

α− 1
vα−1(s) +

|y|2

2
− e−2sφ(s)

)∣∣∣∣2 dy
により定義する. I(v(s))の減衰評価を導くことで, J(v(s))の減衰評価が従い, Carrillo-Toscaniの
手法によって定理が示される. そこで, I(v(s))を時間微分すると, 形式的には

d

ds
I(v(s)) = −2I(v(s)) − 2(α− 1)

∫
Rn

vα
∣∣∣divK(y, v, φ)

∣∣∣2 dy
− 2

∫
Rn

vα |∇K(y, v, φ)|2 dy + 2e−2s

∫
Rn

v(D2φK(y, v, φ) ·K(y, v, φ)) dy

+ 2e−2s

∫
Rn

div(vK(y, v, φ))∂sφdy − 4e−2s

∫
Rn

vK(y, v, φ)∇φdy.

(3.1)

が得られる. ただし, D2φはHesse行列,

K(y, v, φ) := ∇
(

α

α− 1
vα−1(s) +

|y|2

2
− e−2sφ(s)

)
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である (cf. Ogawa [9]). この形式計算は, ε > 0に対し, 方程式 (2.1)を放物型正則化した問題
∂svε − ∆y(vε + ε)α = divy(yvε − e−κsvε∇yφε), s > 0 , y ∈ Rn,

−e−2s∆yφε + φε = vε, s > 0 , y ∈ Rn,

vε(0, y) = u0(y) ≥ 0, y ∈ Rn.

を考えて, 空間遠方の可積分性を考慮するためにカットオフ関数を用いることで正当化できる.
(3.1)の右辺の最初の 3項は I を減衰させる効果を持つ. 従って, 右辺の最後の 3項を評価するこ
とが鍵となるが, 右辺の第 4項の φに関する空間 2階微分を評価することが最も困難となる. そこ
で, 次の Brézis-Gallouet型不等式を用いる:

補題 3.1 (Brézis-Gallouet, Kozono-Ogawa-Taniuchi, Ogawa-Taniuchi [1, 5, 10]). nにのみ依る
定数 C > 0が存在して, f ∈ L2(Rn) ∩ Cγ(Rn) に対して,

(3.2) ‖f‖∞ ≤ C (1 + ‖f‖BMO log (e+ ‖f‖2 + ‖f‖Cγ ))

が成り立つ. ただし, Br(x)を中心 x, 半径 rの開球とするとき

‖f‖BMO := sup
x∈Rn,r>0

1
|Br(x)|

∫
Br(x)

|f − (f)Br(x)| dy, (f)Br(x) :=
1

|Br(x)|

∫
Br(x)

f dy

である.

補題 3.1は, 有界平均振動の関数と有界な関数の差を定量的に表した不等式といえる. そこで,
f = D2φとして, (3.2)を用いると

‖D2φ‖∞ ≤ C
(
1 + ‖D2φ‖BMO log

(
e+ ‖D2φ‖2 + ‖D2φ‖Cγ

))
となる. log

(
e+ ‖D2φ‖2 + ‖D2φ‖Cγ

)
は (2.1)の第二方程式に Calderon-Zygmundの不等式と

Schauder評価 (cf. Gilbarg-Trudinger [3])を用いることにより, sについてたかだか多項式の増大
度を持つことがわかる. 以下, ‖D2φ‖BMOの評価を考える. Calderon-Zygmundの不等式から

‖D2φ‖BMO ≤ C‖−∆φ‖BMO ≤ C‖−∆(−e−2s∆ + 1)−1v‖BMO.

となるが, このときに右辺を定める Fourier掛け算作用素を考えると

|ξ|2

e−2s|ξ|2 + 1
=
e2s|ξ|2−γ′

|ξ|2 + e2s
|ξ|γ′

= e(2−γ′)s e
γ′s|ξ|2−γ′

|ξ|2 + e2s
|ξ|γ′

となる. 作用素 eγ
′s|∇|2−γ′

(−e−2s∆+1)−1 に対応するFourier掛け算作用素はHölmander条件を
みたすことがわかり, BMO 空間上の有界作用素となることがわかる (cf. Stein [11, p.155, §4.1]).
つまり, 形式的な計算 (2.2)や (2.4)は Fourier掛け算作用素の BMO有界性を通して正当化され
る. 作用素 eγ

′s|∇|2−γ′
(−e−2s∆ + 1)−1の BMO有界性から

‖D2φ‖BMO ≤ Ce(2−γ′)s‖|∇|γ′
v‖BMO.

となるが, 一様 Hölder連続性 補題 2.1により, ‖|∇|γv‖BMOが sに関して一様に有界となること
がわかる. 従って,

e−2s

∫
Rn

v(D2φK(y, v, φ) ·K(y, v, φ)) dy ≤ e−2s‖D2φ(s)‖∞
∫

Rn

v|K(y, v, φ)|2 dx

≤ Ce−γ′sI(v(s))
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が従う. 残りの 2項についても同様に評価することができて,

(3.3)
d

ds
I(v(s)) ≤ −νI(v(s)) + Ce−2s

なる ν > 0がとれる. (3.3)から, Gronwallの不等式により

I(v(s)) ≤ Ce−νs

が従い. 修正 Entropy汎関数が指数減衰することがわかる.

注意 3.2. 前方自己相似変換 vの Hölder指数が大きくとれれば, 剰余項に対するよりよい減衰評
価が得られる. 補題 2.2において, γの定量的な評価は, f ≡ 0かつ n = 1のときしか知られてい
ない. 特に n ≥ 2における porous medium方程式の解のHölder最良指数は未解決問題である.
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