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1. 序

次の退化放物型方程式を考える.

(dP)

{
∂tu − ∆uα = div f(t, x), t > 0 , x ∈ Rn

u(0, x) = u0(x) ≥ 0.

ここで, α > 1は定数であり, f = f(t, x)は与えられた (0,∞) × Rn上のRn値関数とする.
∆uα = div(αuα−1∇u)となることから, u = 0のとき, 拡散係数 αuα−1が消える方程式と
なっている. このように,拡散係数が消えることのある方程式は一般に退化した方程式と
呼ぶ. なお,熱方程式に対応する α = 1とした (dP)では,拡散係数は消えない,すなわち退
化しないことに注意しておく.
外力 f は xuや u∇(−∆ + 1)−1uを想定している. ここで, (−∆ + 1)−1uは uのBesselポ

テンシャル,すなわち (−∆ + 1)−1u = F−1[(|ξ|2 + 1)−1Fu]で与えるものとする (Fuは u

の Fourier変換, F−1uは uの逆 Fourier変換を表す). xuは f ≡ 0に対する方程式 (dP)(この
方程式は porous medium方程式と呼ばれる)の解の前方自己相似変換がみたす方程式にあ
らわれる (cf. Giga-Kohn [8], Carrillo-Toscani [4]). uの係数は非有界であるばかりでなく,
可積分性すらもたないことに注意しておく. また, u∇(−∆ + 1)−1uはKeller-Segel方程式
系にあらわれる非線形項である. (−∆ + 1)−1uは非局所項なため, (dP)に対して比較原理
が一般には成立しないことに注意しておく.
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U (t, x) := (1 + σt)−
n
σ
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が超関数の意味で porous medim方程式をみたすことが知られている (cf. Vázquez [13]). こ
こで (f)+ = max{0, f}である. Barenblatt解の台の境界は滑らかでないため, (dP)の解も
一般には滑らかにならないことがわかる. そこで, (dP)の弱解を定義する.

定義 1 (弱解, cf. Ladyženskaja-Solonnikov-Ural’ceva [9, pp.419]). u0 ∈ L1(Rn) ∩ Lα(Rn)か
つ, u0 ≥ 0 , f ∈ L1((0,∞)×Rn)とする. uが (dP)の弱解であるとは, T > 0が存在して,次
をみたすときをいう.

i) 殆んどすべての (t, x) ∈ (0, T ) × Rnに対して u(t, x) ≥ 0,
ii) u ∈ L∞(0, T ; L1(Rn) ∩ Lα(Rn))かつ∇uα ∈ L2((0, T ) × Rn),

iii) uは (dP)を超関数の意味でみたす.

初期値 u0と外力 f に適当な条件をつければ,弱解の存在が示せる (cf. Ôtani [12]). 我々
の問題は, (dP)の弱解がどのような条件のもとに,時空間一様なHölder連続になるかであ
る. ここで, Hölder連続性の定義を次で与える.



定義 2 (Hölder連続性). 0 < σ ≤ 1に対して, u(t, x)がσ次のHölder連続であるとは, C > 0

が存在して
|u(t, x) − u(s, y)| ≤ C(|t − s|

σ
2 + |x − y|σ)

が任意の (t, x), (s, y) ∈ (0,∞) × Rnに対して成り立つことをいう.

Hölder連続性は微分可能性の拡張であることに注意しておく. 実際, uが 1次のHölder連
続のとき (このとき, uは空間変数について Lipschitz連続であるという), uはRn上殆んど
至るところ空間変数に関して微分可能となる (Rademacherの定理, cf. Evans-Gariepy [6]).
(dP)の弱解は一般に微分可能にすらならないことがBarenblatt解からわかる. そこで, (dP)
の弱解がもつ正則性をHölder連続性の立場から調べることが我々の問題である.
この問題の応用として, 具体的に n ≥ 3 , α = 2 − 2

n
, f = xu − u∇(−∆ + 1)−1uとし

た (dP)の弱解の時空間一様なHölder連続性が退化 Keller-Segel方程式系の解の漸近安定
性とその収束の速さに関係があることを言及しておく (cf. Ogawa [11]).

2. 主定理

f ≡ 0に対する (dP),すなわち porous medium方程式の弱解のHölder連続性はCaffarelli-
Friedman [3]によってはじめて証明された. 彼らの証明は, Aronson-Benilan評価 [1]

∆uα−1 ≥ −C(n, α)

t
, ∂tu ≥ −C(n, α)

t
u

と比較原理を本質的に用いている. しかし, f 6≡ 0に対する (dP)の弱解に対して, Aronson-
Benilan評価と同等の評価が得られるかは,一般にはわからない. また,外力 f の典型例と
して非局所的非線形項があるため,応用上の観点からは, (dP)に対して,比較原理を用いた
くない. それゆえ, Caffarelli-Friedmanの手法を (dP)に適用するのは難しいと思われる.
他方, DiBenedetto-Friedman [5], Wiegner [14]は, p > 2に対して, p-Laplace発展方程式

(p-L)

{
∂tv − div(|∇v|p−2∇v) = 0, t > 0 , x ∈ Rn,

v(0, x) = v0(x)

の弱解 vの勾配がHölder連続になることを示した (より一般の p-Laplace発展方程式につ
いてはMisawa [10]). 彼らの証明には,比較原理を用いていないことに注意しておく.

n = 1のとき, u = |∇v|とおくと, uはある porous medium方程式の解となる. そのた
め,彼らの手法は (dP)に対しても適用できると推測できる. 実際, DiBenedetto-Friedmanは
porous medium方程式の解の Hölder連続性を示した. 彼らは f 6≡ 0に対する (dP)の解の
Hölder連続性も考察しており, p > nに対し, f ∈ L∞(0,∞ ; Lp(Rn))であれば,解がHölder
連続になると主張しているが,証明は与えられていないようである. 我々は,彼らの証明を
拡張し,より広い関数空間に属する外力に対して, (dP)の解のHölder連続性を示すととも
に,解のHölder評価を得た.
主定理を述べるために, Lp空間より広い関数空間である,弱 Lp空間を導入する.

定義 3 (弱Lp空間). Ω ⊂ Rnを領域とする. p > 1に対し, f ∈ Lp
w(Ω)であるとは, f ∈ L1

loc(Ω)

かつ

‖f‖Lp
w(Ω) := sup

K⊂Ω ; compact

1

|K|1−
1
p

∫
K

|f | dx < ∞

であるときをいう.



Hölderの不等式より Lp(Ω) ⊂ Lp
w(Ω)となるが, さらに Lp(Ω) ( Lp

w(Ω)となる. 実際
|x|−

n
p /∈ Lp(Rn)だが |x|−

n
p ∈ Lp

w(Rn)となる.

注意 4. 弱 Lp空間は分布関数 µ|f |(λ) := |{x ∈ Ω : |f(x)| > λ}|を用いて

Lp
w(Ω) = {f ∈ L1

loc(Ω) : sup
λ>0

λµ|f |(λ)
1
p < ∞}

で定義できることが知られている. p > 1のとき,我々の定義と分布関数を用いた定義は同
値となる. 実際, c0 > 0が存在して,

c0‖f‖Lp
w(Ω) ≤ sup

λ>0
λµ|f |(λ)

1
p ≤ ‖f‖Lp

w(Ω)

が成り立つ (cf. Benilan-Brezis-Crandall [2, Appendix]).

弱 Lp空間を用いて,記号

Ap := sup
a∈Rn, r≤1

‖f‖L∞(0,∞ : Lp
w(Br(a)))

を導入する. ここで, Br(a)は,中心 a,半径 rの開球である. このとき,次の定理が得られた.

定理 5. uを有界で非負な (dP)の弱解とする. 外力fについて,あるp > nに対して, Ap < ∞
を仮定する. このとき, n, α, pにのみ依存する定数C, σ > 0が存在して,

(1) |u(t, x) − u(s, y)| ≤ C(‖u‖L∞((0,∞)×Rn) + Ap)(‖u‖
σ
2
(1− 1

α
)

L∞((0,∞)×Rn)|t − s|
σ
2 + |x − y|σ)

が (t, x) , (s, y) ∈ (0,∞) × Rnに対して成り立つ.

仮定Ap < ∞は,外力 f が局所一様に弱Lpであると言いかえることができる. 全空間で
の一様なHölder評価を求めるためには,外力に一様な可積分性の評価が必要となる. なお,
定理の証明と同様にして, f ∈ L∞(0,∞ ; Lp

w,loc(Rn))であれば, (dP)の解の局所 Hölder連
続性が示せる. ここで

Lp
w,loc(R

n) := {f ∈ L1
loc(Rn) : 任意のコンパクト集合Kに対し f ∈ Lp

w(K)}

である.

注意 6. 熱方程式である, α = 1のとき, (1)はよく知られた熱方程式の解に対する Hölder
評価となっている. そのため,評価式 (1)は熱方程式の解に対するHölder評価の拡張と考
えることができる.

注意 7. 外力 fの可積分性について考える. 簡単のため, f ∈ L∞(0,∞ ; Lp
w(Rn))とする. 今,

時間微分を無視することにより
−∆uα ∼= div f

とみなす. さらに形式的に両辺を積分すると

−∇uα ∼= f

となる. f ∈ Lp
wかつ, p > nから, uαはDirichletの増大条件,すなわち,ある σ > 0が存在

して,任意の x0 ∈ Rnと r > 0に対して∫
Br(x0)

|∇uα| dx ≤ Crn−1+σ



をみたす (cf. Giaquinta[7, pp.64]). 従って uαはHölder連続となる. 定理 5の証明での外力
f の処理は,以上の形式的議論の正当化に対応している.
形式的議論の立場からみると, p > nに対して, f がMorrey空間Mpに属する,すなわち∫

Br(x0)

|f | dx ≤ Crn(1− 1
p
), x0 ∈ Rn, r > 0

をみたしていれば, uαがHölder連続になると推測できる. 実際に,熱方程式である α = 1

のときは, ∇u ∈ Mpとなり,解 uが Hölder連続になることが知られている. しかし,非線
形である α > 1の場合に, uαがHölder連続になるか否かは未解決である. さらに, f ∈ Mp

とすることは, ∇uα の Lp評価を導出することに対応している. しかし,熱方程式の場合と
は異なり, f ∈ Lpであったとしても, ∇uαの Lp評価は p = 2を除いては知られていない
(少なくとも Barenblatt解が存在することから, p � nに対しては, f ∈ Lpであったとして
も∇uα 6∈ Lpであることがわかる).
定理で得られるHölder次数 σについて, σ ≤ 1− n

p
が得られる. ここで, 1− n

p
は,形式的

議論によって得られるHölder連続性の次数と一致する. この σ > 0の最良定数を求める問
題は, n ≥ 2に対しては, f ≡ 0であっても未解決である.
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