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1. 序

次の非線型放物型方程式の初期値, 境界値問題

(NPε)





∂tu − ∆u +
u

ε
(|∇u|2 − 1) = 0 in (0, T ) × Ω,

u = 0 on (0, T ) × ∂Ω,

u(0) = u0 in Ω,

について考察する. ここで, Ωは滑らかな境界をもつ RN の有界領域とし, T > 0とする.
また, ∆は空間変数における Laplacian, ε > 0はパラメータとする.

(NPε)の解 uεは ε → 0とすると次の平均曲率流方程式

∂tu − ∆u +
1

|∇u|2
N∑

i,j=1

∂u

∂xi

∂u

∂xj

∂2u

∂xi∂xj

= 0 in (0, T ) × Ω

のある近似アルゴリズムに現れる方程式であることがわかっている (c.f. Goto, Ishii and
Ogawa [2]). 平均曲率流方程式は非発散型の退化放物型方程式であって, 超関数の枠組み
による解析的な取り扱いは困難である. この方程式を解析するために, 近似方程式 (NPε)
を考えて, ε → 0の解析を行うことにより, 元の平均曲率流方程式の解の挙動を知る手が
かりとなりうる.
この報告では (NPε)に関するHarnack不等式について考える. (NPε)の非負値解 uεと

0 < t1 < t2 < t3 < t4 ≤ T とΩ′ ⊂⊂ Ωに対して

(HI) sup
(t1,t2)×Ω′

uε ≤ C inf
(t3,t4)×Ω′

uε

なる不等式をHarnack不等式という. ここで CはN, t1, . . . , t4, dist(Ω′, ∂Ω), εに依存する
定数である. 以下, この定数をHarnack定数と呼ぶことにする.
係数が滑らかでない,線型発散型一様放物型方程式に対するHarnack不等式は 1964年に

Moser [5]によって示された. ここで, 一様放物型であるとは, 主要部の係数行列の最小固
有値と最大固有値の比が有界であることをいう. 線型の放物型方程式に対しては, Harnack
不等式から解の内部正則性, 特に局所 Hölder連続性を示すことができる. Harnack定数
はHölder連続性の次数と関係があり, Harnack定数がより小さくとれれば, Hölder連続性
の次数 α はより大きくとれることがわかっている. また, Harnack不等式 (HI)において,
inf uεが正の値となる場合には, 両辺を inf uεで割ると

sup(t1,t2)×Ω′ uε

inf(t3,t4)×Ω′ uε

≤ C

となる. この不等式は (t1, t2)×Ω′上での解の最大値と (t3, t4)×Ω′上での解の最小値の比
がHarnack定数 Cで抑えられているという意味を持っている. つまり, Harnack定数Cに
よって, 解の形状がある程度決まってしまうということになる.
非線型方程式に対しても, Harnack定数が解の形状に関する情報を与える. また線型方

程式に対してHarnack定数が解の滑らかさに関する情報を与えていることから, 非線型方
1
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Figure 1. Harnack 不等式における領域

程式に対しても Harnack定数が解の滑らかさに関する情報を持っていると推測すること
ができる. このことから Harnack定数を評価することは興味ある問題であると考えられ
る. また, 非線型方程式 (NPε)は小さいパラメータ ε > 0を考えることによる, 非線型項の
係数が大きいということと, |∇u|2の効果が∆uの効果とつりあってしまうということ (こ
のような方程式を臨界型方程式という)の二つの意味で強い非線型項だと考えることがで
きる. このような強い非線型項を持つ方程式に対して, どれだけの正則性が期待できるか
を調べることは興味ある問題だと考えられる. (NPε)は ε → 0としたときに平均曲率流方
程式の近似方程式となっていることから, Harnack定数と εとの関係を調べることが問題
になる.
まず, Harnack不等式の証明の手法について, 簡単に説明する. そのために p 6= 0 , D ⊂

ΩT に対して次の記号を導入する :

Φu(p,D) :=

(∫∫

D

|u|p dxdt

)1/p

.

Trudinger [7] の手法を改良すると, (NPε)の非負値解 uに対し, 0 < q < 2がとれて

(1) sup
D1

u ≤ C1Φu(2, D2) ≤ C2Φu(q,D3) ≤ C3Φu(−q,D4) ≤ C4 inf
D5

u

が成り立つことがわかる. ここで, 領域D1, . . . , D5については Figure 1を参照せよ (正確
な定義は, ここでは省略する). Figure 1は時間を縦軸, 空間を横軸に書いた時空間の図で
ある. またC1からC4は定数である. (1)から, C1, . . . , C4の εに関する評価が得られれば,
Harnack定数の εに対する評価がわかる. 今回, (1)の最後の不等式に対するHarnack定数
と εの関係について評価を得ることができた.
定理を述べるために記号を用意する. BR(x)を中心が x, 半径がRのN次元開球とする.

すなわち,

BR(x) := {y ∈ RN ; |x − y| < R}
とおく.

定理 1 (Weak Harnack Type Inequality).
0 ≤ uε ≤ M を (NPε)の弱解とする. このとき, τ > 0とBR(x) ⊂⊂ Ω , p > 0に対して,

M と pのみに依存する定数 ξ ≥ M が存在して次の評価が成り立つ :

(∫ T

0

∫

Ω

|uε|−p dtdx

)−1/p

≤ C1C2 inf
(τ,T )×BR

uε,
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ここでC1 > 0はN , p , τ, dist(∂Ω, BR(x)) にのみ依る定数であり, C2は次で与えられる :

C2 := exp

(
Mξ(N + 2)

2pε

)
.

ε → 0としたとき, Harnack定数が指数増大する要因は非線型項 |∇u|2の指数が 2となっ
ていることである. この指数が 2より真に小さい時は, 多項式増大で抑えられることがわ
かっている. このことから, |∇u|2を評価することを考える. そのために (NPε)を xi方向
に微分して, 2∂u/∂xiをかけて iについて和を取ると, w := |∇u|2とおいて

(2) ∂tw −

(
∆w − 2

N∑

i,j=1

(
∂2u

∂xi∂xj

)2
)

+
2w

ε
(w − 1) +

2u

ε
∇u · ∇w = 0

が得られる. この方程式に対して, Lieberman [4]を参考にして次の評価を得た.

定理 2.
uεを (NPε)の有界な解とする. このとき, wε = |∇uε|2とおくと, λ < 0に対して

sup
ΩT

(wε − 1) ≤ e−λT sup
PΩT

(wε − 1)+

が成り立つ. ここでPΩT := ([0, T ] × ∂Ω) ∪ ({t = 0} × Ω)である.

定理 2 の証明は (2)からwが

∂tw − ∆w +
2w

ε
(w − 1) − 2M

ε
w1/2|∇w| ≤ 0

を満たしていることを用いて, λ < 0に対して eλt(w − 1)の最大値を評価することによる.
定理 2 から (NPε) の解 uεがPΩT 上で |∇uε| ≤ 1となれば, Harnack 定数のより精密な

評価を得ることができる. 定理 2よりΩT 上で |∇uε| ≤ 1だから

∂tuε − ∆uε ≥ 0

となる. すなわち, 熱方程式の優解となる. 熱方程式に対してMoser [5]の手法を用いるこ
とで,

Φuε(2, D2) ≤ C inf
D5

uε

を示すことができる. ここで定数Cが εに依らないで取れることに注意する. さらに

(3) sup
D1

uε ≤ CΦuε(2, D2)

に対しては, Cが |∇uε|2の影響をうけずに評価できる. 正確には uεが

∂tuε − ∆uε −
uε

ε
≤ 0

をみたすことから (3)が得られる. このとき, C = O(ε−(N+2)/2) (ε → 0) となることが
Moserの手法を用いることで計算できて, Harnack定数の ε → 0に関する増大度を多項式
程度に抑えることができる.
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2. 定理 1の証明

以下, 定理 1の証明の概略を述べる. R′ ≥ Rに対して, Ω = BR′ := BR′(0) , x = 0で考
えても, 証明の本質は失われないので, 以下ではΩ = BR′ , x = 0で証明する. また u = uε

と略記し, u > 0で示す (u ≥ 0に対しては, γ > 0に対して u + γ > 0を考えて γ → 0とす
ればよい). ηを滑らかな時空間の cut-off 関数とする. test 関数として β < −1に対して
φ = η2e−b0uuβ , b0 = M/εを (NPε)に掛けて部分積分すると

∇φ = 2ηe−b0uuβ∇η + η2e−b0u(βuβ−1 − M

ε
uβ)|∇u|2

だから, 任意の 0 ≤ t1 < t2 ≤ T に対して

∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0uuβ∂tu dxdt +

∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0u(βuβ−1 − M

ε
uβ)|∇u|2 dxdt

= −2

∫ t2

t1

∫

BR′

ηe−b0uuβ∇η · ∇u dxdt − 1

ε

∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0uuβ+1(|∇u|2 − 1) dxdt,

となる. 両辺 (−1)倍して右辺の最後の項は非正値なので落とす. さらに u ≤ M を用いて

−
∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0uuβ∂tu dxdt −
∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0u(βuβ−1 − M

ε
uβ)|∇u|2 dxdt

≤ 2

∫ t2

t1

∫

BR′

ηe−b0uuβ∇η · ∇u dxdt +
M

ε

∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0uuβ|∇u|2 dxdt.

M
ε

∫ t2
t1

∫
BR

η2e−b0uuβ|∇u|2 dxdtは両辺キャンセルできる. また右辺第一項は Schwarzの
不等式とYoungの不等式を用いて左辺に吸収させて

−
∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0uuβ∂tu dxdt − β

2

∫ t2

t1

∫

BR′

η2e−b0uuβ−1|∇u|2 dxdt

≤ − 2

β

∫ t2

t1

∫

BR′

e−b0uuβ+1|∇η|2 dxdt

となる. 次に

f(u) := −(β + 1)

∫ ∞

u

e−b0ssβ ds

とおくと

0 ≤ ∃ξM < ∞ s.t. ∂tf(u) = (β + 1)e−b0uuβ∂tu , e−b0ξM uβ+1 ≤ f(u) ≤ uβ+1

とできる. 従って 0 < u ≤ M を用いて

− 1

β + 1

∫ t2

t1

∫

BR′

η2∂tf(u) dxdt − β

2
e−b0M

∫ t2

t1

∫

BR′

η2uβ−1|∇u|2 dxdt

≤ − 2

β

∫ t2

t1

∫

BR′

uβ+1|∇η|2 dxdt
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となるから

− 1

β + 1

∫ t2

t1

∫

BR′

∂t(η
2f(u)) dxdt − β

2
e−b0M

∫ t2

t1

∫

BR′

η2uβ−1|∇u|2 dxdt

≤ − 2

β

∫ t2

t1

∫

BR′

uβ+1|∇η|2 dxdt − 2

β + 1

∫ t2

t1

∫

BR′

η|∂tη|f(u) dxdt

≤ − 2

β

∫ t2

t1

∫

BR′

uβ+1|∇η|2 dxdt − 2

β + 1

∫ t2

t1

∫

BR′

η|∂tη|uβ+1 dxdt.

0 < τj < τj+1 < τ , R < Rj+1 < Rj < R′を固定して, ηを η(t, x) = η1(t)η2(|x|)と変数分
離して, 次により定める :




η1(t) = 1 (τj+1 < t < T )

0 ≤ η1(t) ≤ 1 ((τj + τj+1)/2 < t < τj+1)

η1(t) = 0 (0 < t < (τj + τj+1)/2)




η2(r) = 1 (0 < r < Rj+1)

0 ≤ η2(r) ≤ 1 (Rj+1 < r < (Rj+1 + Rj)/2)

η2(r) = 0 ((Rj+1 + Rj)/2 < r < R′)

.

さらに |∂tη1| ≤ 4/(τj+1 − τj)かつ |∂rη2| ≤ 4/(Rj − Rj+1) なるように取ると

sup
(τj+1,T )

∫

BRj+1

f(u) dx ≤ Cδj

∫ T

τj

∫

BRj

uβ+1 dxdt

∫ T

τj+1

∫

BRj+1

|∇u(β+1)/2|2 dxdt ≤ Ceb0Mδj

∫ T

τj

∫

BRj

uβ+1 dxdt,

但しCはN のみに依存して

δj :=
1

τj − τj+1

+
1

(Rj − Rj+1)2
.

f(u)の下からの評価から

sup
(τj+1,T )

∫

BRj+1

uβ+1 dx ≤ Ceb0ξM δj

∫ T

τj

∫

BRj

uβ+1 dxdt.

ここで j ∈ Nに対し
τj := (1 − 2−j)τ , Rj := R + 2−j(R′ − R)

Dj := ((τj, T ) × BRj
) , β + 1 = −pαj = −p

(
1 +

2

N

)j

とおくと

‖u−pαj/2‖2
L2((τj ,T );H1

0 (BRj
))∩L∞((τj ,T );L2(BRj

)) ≤ Ceb0ξM δj‖u−pαj/2‖2
L2(Dj)

となる. ただし, 区間 I ⊂ R, 有界領域Ω′ ⊂ RN に対し

‖v‖2
L2(I;H1

0 (Ω′))∩L∞(I;L2(Ω′)) = ‖v‖2
L2(I;H1

0 (Ω′)) + ‖v‖2
L∞(I;L2(Ω′))

とおいた.
ここで, 次の Ladyženskajaの不等式を用いる.
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補題 3 (Ladyženskajaの不等式).
v ∈ L2(I; H1

0 (Ω′)) ∩ L∞(I; L2(Ω′))とする. このとき u ∈ L2(1+2/N)(I × Ω′)となり, 埋め
込みは連続となる. すなわち,

‖v‖L2(1+2/N)(I×Ω′) ≤ C‖v‖L2(I;H1
0 (Ω′))∩L∞(I;L2(Ω′)),

が成り立つ. ここで定数CはN ≥ 3のときは次元N にのみ依存する. N = 1, 2の時は次
元N と I × Ω′にのみ依存する.

証明は Aronson and Serrin [1] を参照されたい. この不等式の本質的なところは u ∈
V (I × Ω′)ならば, uの時空間における可積分性が, 2乗より大きくなるところにある.
さて, Ladyženskajaの不等式により, u−pに対して逆 Hölder 不等式と呼ばれる, 指数の

大きいノルムを指数の小さいノルムで抑える不等式

(4) ‖u−p‖αj

Lαj+1 (Dj+1)
≤ Ceb0ξM δj‖u−p‖αj

Lαj (Dj)

が得られる. 任意の k ∈ Nに対して, (τ, T ) × BR ⊂ Dkに注意して, (4)を繰り返し使うと

‖u−p‖Lαk ((τ,T )×BR) ≤
∞∏

j=0

C1/αjeb0ξM/αjδ
1/αj

j ‖u−p‖L1((0,T )×BR′ )

≤ Ceb0ξM (N+2)/2

(
1

(R′ − R)2
+

1

τ

)(N+2)/2

2
2

P j+1
αj ‖u−pk‖L1((0,T )×BR′ )

k → ∞として

sup
(τ,T )×BR

u−p ≤ Ceb0ξM (N+2)/2

(
1

(R − R′)2
+

1

τ − τ ′

)(N+2)/2

2
2

P j+1
αj ‖u−p‖L1((0,T )×BR′ )

両辺−p乗根を取ることにより

inf
(τ,T )×BR

u ≥ C−1/pe−b0ξM (N+2)/2p

(
1

(R − R′)2
+

1

τ − τ ′

)−(N+2)/2p

Φu(−p, (0, T ) × B′
R)

がわかる.
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